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В работе рассматриваются две новые интегрируемые системы, восходящие к Чаплы-
гину, которые описывают качение по плоскости сферической оболочки с шаром или гиро-
скопом Лагранжа внутри. Приведены все необходимые первые интегралы и инвариантная
мера, указано сведение к квадратурам.
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Введение
В связи с созданием управляемых устройств, использующих для передвижения один
или несколько шаров (см., например, [3, 4, 7–10, 12–14]), в последнее время возрос интерес
к различным моделям (в частности, к неголономным) качения сферических оболочек, в том
числе в случае, когда внутри могут быть установлены дополнительные механизмы. Класси-
ческая задача о качении динамически несимметричного уравновешенного шара Чаплыгина
хорошо изучена [11]. Более новые задачи, связанные с качением шара Чаплыгина по сфере,
недавно изучались в ряде работ [1, 5, 6].
Здесь мы рассмотрим две новые интегрируемые системы, также восходящие к Чаплы-
гину. В работе Чаплыгина [2], посвященной в основном обобщенным условиям существова-
ния линейных по скоростям интегралов в задачах, связанных с движением систем шаров
(которые, кстати, до сих пор не очень поняты), Чаплыгин подробно разбирает две задачи.
Первая из них относится к системе, состоящей из сферической геометрически и динами-
чески симметричной оболочки, внутри которой катается однородный шар, при этом сама
оболочка катается по горизонтальной плоскости (качение происходит без проскальзыва-
ния), см. рис. 1. Интегрируемость этой системы была установлена Чаплыгиным при помо-
щи явного сведения к квадратурам. Хотя метод сведения к квадратурам, использованный
при этом, довольно естественный (он применяется также в задаче о качении тела вращения
по плоскости), по нашему мнению, при решении этой задачи Чаплыгин допустил некоторые
неточности, что привело к очень громоздким конечным выражениям, которые не поддают-
ся верификации, и кроме того он не указал явно один из дополнительных интегралов.
Кстати, эти результаты остановили и самого Чаплыгина, так как обычно после получения
аналитического решения он пытался прояснить какие-либо его динамические и геометриче-
ские аспекты. Мы даем новый анализ этой системы, указываем все необходимые интегралы
и приводим задачу к квадартурам.
Вторая задача, проинтегрированная Чаплыгиным полностью, описывает качение по плос-
кости оболочки со сферическим маятником внутри. Как мы показываем в этой работе, ин-
тегрируемой оказывается и более общая система — гироскоп Лагранжа внутри катящейся
сферической оболочки. Она также интегрируется при помощи обобщения векторных инте-
гралов Чаплыгина и пары дополнительных линейных интегралов.
1. Система Чаплыгина
1.1. Уравнения движения
Рассмотрим катающуюся по горизонтальной плоскости систему, состоящую из двух тел:
первое — сферическая оболочка, представляющая собой правильный шар, внутри которо-
го имеется сферическая полость, такая, что ее центр совпадает с центром шара, второе —
шар, помещенный в сферическую полость оболочки (см. рис. 1). Оба тела предполагаются
уравновешенными (т. е. центр масс совпадает с геометрическим центром) и динамически
симметричными (т. е. тензор инерции шаровой), их моменты инерции обозначим I и i соот-
ветственно.
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Рис. 1
Выберем неподвижную систему координат Oxyz с началом в горизонтальной плоско-
сти, проходящей через центр оболочки, и осью Oz, направленной вертикально вниз (вдоль
поля тяжести), запишем уравнения изменения углового момента и импульса тел. Для обо-
лочки изменение момента импульса относительно ее центра Gs и изменение импульса опи-
сываются уравнениями
IΩ˙ = Rok ×No + Rin ×Ni, MV˙ = No +Ni + Mgk , (1.1)
где Ω,V — угловая скорость и скорость центра Gs оболочки, M — масса оболочки, Ro, Ri —
ее внутренний и внешний радиусы, k = (0, 0, 1) — единичный вектор вдоль поля тяжести,
No, Ni — силы реакции, действующие на оболочку в точках контакта с плоскостью Qo
и шаром Qi, g — ускорение поля тяжести. Аналогичные уравнения для шара относительно
его центра Gb имеют вид
iω˙ = Rbn × (−Ni), mv˙ = −Ni + mgk , (1.2)
здесь ω, v — угловая скорость и скорость центра Gb шара, m — масса шара, Rb — его
радиус.
Будем предполагать, что в точках соприкосновения Qo и Qi проскальзывание отсут-
ствует, т. е. скорость точки контакта Qo равна нулю:
V + Ω×Rok = 0, (1.3)
а в точке Qi скорости соприкасающихся элементов оболочки и шара совпадают:
V + Ω×Rin = v + ω ×Rbn . (1.4)
Эти уравнения описывают (неголономные) связи, наложенные на систему. Пользуясь ими,
исключим из уравнений (1.1), (1.2) силы реакции; это позволит получить замкнутую систе-
му уравнений, описывающих эволюцию векторов Ω, ω и n .
Согласно определению вектора n (см. рис. 1), имеем v −V = (Ri−Rb)n˙ , и из уравне-
ния (1.4) получаем
(Ri −Rb)n˙ = (RiΩ−Rbω)× n .
Выразим No из второго уравнения в системе (1.1) и V˙ из уравнения (1.3), откуда
находим
Rok ×No = Rok × (−Ni −Mgk −MRoΩ˙× k).
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Это позволяет представить уравнения для Ω, ω в форме
IΩ˙ + MR2ok × (Ω˙× k) = JΩ˙ = a ×Ni, iω˙ = −Rbn ×Ni, (1.5)
где J = diag(I + MR2o, I + MR2o, I), a = Rin − Rok =
−→
QoQi — вектор, соединяющий точки
контакта, а сила реакции Ni может быть найдена из второго уравнения (1.2) и связи (1.4):
Ni = −mv˙ + mgk , v = Ω× a − ω ×Rbn . (1.6)
Выполняя дифференцирование v и упрощая, окончательно получим:
Уравнения движения оболочки и шара, катающихся без проскальзывания по плоско-
сти, могут быть записаны в форме




+ mgRin × k ,
iω˙ + mR2bn × (ω˙×n)−mRbn ×
(
Ω˙×a) = mRbn × ((RiΩ−Rbω)× n˙)−mgRbn × k ,
(Ri −Rb)n˙ = (RiΩ−Rbω)× n ,
(1.7)
где a = Rin−Rok , k = (0, 0, 1). Траектория центра оболочки rs(t) (точки контакта)
находится с помощью квадратуры
r˙s = V = Rok ×Ω. (1.8)
1.2. Инвариантная мера, первые интегралы, гироскопическая функция
Уравнения (1.7) обладают инвариантной мерой ρ dΩ dω dn , плотность которой на по-



























где me = im
i + mR2b
— величина, которую по аналогии с небесной механикой назовем приве-
денной массой шара.
Замечание. Если обозначить совокупность угловых скоростей через вектор w = (Ω,ω), то
первые шесть уравнений системы (1.7) записываются в форме
Gw˙ = b(w ,n),
где G — 6× 6-матрица, зависящая от n , b — шестимерный вектор. Оказывается, что
detG = λρ1ρ2,
где λ — некоторая константа.
Уравнения движения (1.7) допускают очевидные первые интегралы:




(MV 2 + IΩ2 + mv2 + iω2)−mg(Ri −Rb)(k ,n),
(1.10)
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где V, v выражаются из уравнений связей (1.3), (1.4) по формулам
V = RoΩ× k , v = Ω× a − ω ×Rbn .
Кроме этого, уравнения (1.7) обладают также векторным интегралом
K = JΩ +
Ri
Rb
iω + mRov × k , (1.11)
линейным по угловым скоростям ω, Ω. (Установить существование этого интеграла проще
всего, если воспользоваться уравнениями (1.5) и (1.6).)
Помимо этих трех, имеется еще два линейных по угловым скоростям интеграла, кото-
рые имеют вид





Замечание. Существование векторного интеграла K установил С.А.Чаплыгин [2], который
рассматривал наиболее общие механические системы, обладающие подобными векторными инте-
гралами, линейными по скоростям. Данную систему Чаплыгин разобрал как один из простейших
(и, по-видимому, наиболее содержательных) примеров таких систем.
Помимо общих интегралов (1.10), (1.11), Чаплыгин нашел для данной конкретной системы
интеграл F1 (но не указал интеграл F2 и меру) и предпринял попытку проинтегрировать систе-
му в явном виде с помощью различных подстановок, которые привели к сложным и запутанным
выражениям (очевидно, ошибочным).
Таким образом, система из девяти уравнений (1.7) допускает семь первых интегралов
и инвариантную меру и, следовательно, является интегрируемой (согласно теореме Эйлера –
Якоби). Кроме того, на фиксированном уровне первых интегралов
Mκ,χ = {(Ω,ω,n) | n2 = 1,K = κ, F1 = χ1, F2 = χ2}






















+ (M + m)R2o
,












где Ak — квадратичные по n3 полиномы, Bk — кубичные, C0 — четвертой степени, их
коэффициенты суть довольно громоздкие функции параметров системы I, i,M, . . ., поэтому
мы их здесь не приводим (они могут быть легко найдены при помощи любой системы









+ (m + M)R2o
+ h
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h + mg(Ri −Ro)n3 − U∗(n3)
)
, (1.13)
где в скобках стоит гироскопическая функция системы.
1.3. Сферическая оболочка с маятником
Имеется любопытный предельный случай данной системы Чаплыгина, который оказы-
вается эквивалентным задаче о качении оболочки, в центре которой закреплен сферический
маятник. Чтобы продемонстрировать это, рассмотрим формальную задачу, в которой внут-
ренний шар обкатывает (без проскальзывания) с внешней стороны некоторую сферическую
поверхность, закрепленную в центре оболочки (рис. 2). Поскольку при этом вектор из точки
контакта Qi в центр шара Gb меняет направление, то в уравнениях (1.7) необходимо сделать
замену Rb → −Rb. Если в получившейся системе сделать предельный переход Ri → 0, то по-
лучим систему, в которой сохранятся интегралы (1.10), (1.11), а второй из интегралов (1.12)
примет вид
(ω,n) = const.
На нулевом уровне этого интеграла (ω,n) = 0 получится система, эквивалентная шару
со сферическим маятником.
Рис. 2
Любопытно, что первый из интегралов (1.12) вырож-
дается, но вместо него возникает интеграл
ω3 = const.
Здесь мы не будем подробно анализировать эту задачу,
так как в следующем разделе рассматривается более общая
система, содержащая данную как частный случай.
Замечание. Сам Чаплыгин также рассмотрел задачу об
оболочке со сферическим маятником, используя исходную кон-
фигурацию тел (см. рис. 1), но предполагая, что внутренняя по-
верхность оболочки абсолютно гладкая. В этом случае он явно
указал все необходимые интегралы и гироскопическую функцию.
2. Сферическая оболочка с волчком Лагранжа
2.1. Уравнения движения
Рассмотрим теперь подробнее более общую систему, которая не может быть получена
как частный или предельный случай системы Чаплыгина, а именно — сферическую обо-
лочку, катающуюся без проскальзывания по горизонтальной плоскости, при условии, что
в центре оболочки закреплен осесимметричный волчок (см. рис. 3). Подобного рода зада-
чи встречаются в приложениях при управлении роботами-шарами. Наиболее интересным
здесь является проект, связанный с созданием шарового робота для инопланетных миссий
(например, марсохода, [14]).
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Рис. 3
Как и в предыдущем случае выберем неподвижную
систему координат Oxyz, с горизонтальной плоскостью,
проходящей через центр шара. Обозначим через Gs —
центр масс оболочки, а через Gt — центр масс волчка,
и расстояние между ними Rt = |GsGt|. Предполагая,
что в системе главных осей волчка его тензор инерции
имеет вид î = diag(i, i, i + j), кинетическая энергия си-




(MV 2 + IΩ2) +
1
2
(mv2 + iω2 + j(ω,n)2),
где V , Ω — скорость центра и угловая скорость оболоч-
ки, M , I — ее масса и момент инерции, v , ω — скорость центра масс и угловая скорость
волчка, а m — его масса.










= MV˙ = No +Nt + Mgk ,
где No, Nt — силы реакции, действующие на оболочку в точке контакта Qo и точке креп-









= mv˙ = mgk −Nt.
Из условия непроскальзывания в точке контакта Qo
V = Rok ×Ω,
в то время как скорость центра масс волчка определяется соотношением
v = V + Rtω × n = Rok ×Ω + Rtω × n .
Эволюция вектора n находится из уравнения Rtn˙ = v −V :
n˙ = ω × n .
Пользуясь этими соотношениями, а также тем, что имеется интеграл (ω,n) = const, как
в системе Чаплыгина, мы можем исключить силы реакции No, Nt, окончательно получим:
Уравнения движения сферической оболочки с осесимметричным волчком, закреплен-
ным в геометрическом центре оболочки, представляются в виде
JΩ˙ + mR2ok × (Ω˙× k)−mRoRtk × (ω˙ × n) = mRoRtk × (ω × n),
iω˙ −mR2tn × (ω˙ × n)−mRoRtn × (Ω˙× k) =
= −j(ω,n)n˙ −mR2tn × (ω × n˙) + mgRtn × k ,
n˙ = ω × n ,
(2.1)
где J = diag(I +MR2o, I +MR2o, I), k = (0, 0, 1). При этом траектория точки контак-
та оболочки и плоскости также определяется уравнением (1.8).
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2.2. Инвариантная мера, первые интегралы и гироскопическая функция
Для сокращения записи формул введем обозначения
I˜ = I + (M + m)R2o, Js = diag(I˜ , I˜ , I),
μ =
jI˜ −mR2t (I + mR2o)
iI˜ + mR2t (I + mR2o)
.
Инвариантная мера ρ dΩ dω dn уравнений (2.1) имеет плотность вида
ρ(n3) =





Как и в предыдущем случае, эта система допускает семь первых интегралов:




(MV 2 + IΩ2) +
1
2
(mv2 + iω2 + j(ω,n)2)−mgRt(n , k),
векторный интеграл
Чаплыгина K = JΩ + mRov × k ,
линейные интегралы F1 = ω3 + μ(ω,n)n3,
F2 = (ω,n),
где
V = RoΩ× k , v = RoΩ× k + Rtω × n .
На уровне первых интегралов
Mκ,χ =
{
(Ω,ω,n) | n2 = 1,K = κ, F1 = χ1, F2 = χ2
}






















χ21 − 2(i + j)n3χ1χ2 + (i + j)(1 + μn23)χ22
]
.




(κ,J−1s κ) + h







h + mgRtn3 − Uχ(n3)
)
,
где в скобках стоит гироскопическая функция рассматриваемой системы.
3. Дискуссия
В заключение укажем некоторые задачи, которые могут быть решены на основе ре-
зультатов, полученных в данной работе.
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Две неголономные интегрируемые связки твердых тел 567
Рис. 4
1. Вследствие того, что интегрируемость сохраняется и при внеш-
нем обкате шара (см. рис. 4), это можно использовать для полно-
го анализа устойчивости (стабилизации) вращения и качения ша-
ра на вершине оболочки. При этом оболочка может также двигать-
ся. (Любопытно, что подобного рода системы часто используются в
цирковых представлениях, где их равновесие обеспечивается мастер-
ством артистов.)
2. Системы, описанные в этой работе, находят достаточно широ-
кое применение в управлении, подробный список литературы содер-
жится в [9]. Используя их интегрируемость, можно построить про-
стейшие устойчивые решения этих систем, позволяющие конструктивно решать различные
задачи управления.
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